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2.3 BACKPROPAGATION

2.3.1 Antecedentes. La regla de aprendizaje del Perceptron de Rosenblatt y el
algoritmo LMS de Widrow y Hoff fueron disefiados para entrenar redes de una sola
capa. Como se discutié anteriormente, estas redes tienen la desventaja que solo
pueden resolver problemas linealmente separables, fue esto lo que llevd al
surgimiento de las redes multicapa para sobrepasar esta dificultad en las redes

hasta entonces conocidas.

El primer algoritmo de entrenamiento para redes multicapa fue desarrollado por
Paul Werbos en 1974, éste se desarroll6 en un contexto general, para cualquier
tipo de redes, siendo las redes neuronales una aplicacién especial, razén por la
cual el algoritmo no fue aceptado dentro de la comunidad de desarrolladores de
redes neuronales. Fue solo hasta mediados de los afios 80 cuando el algoritmo
Backpropagation o algoritmo de propagacion inversa fue redescubierto al mismo
tiempo por varios investigadores, David Rumelhart, Geoffrey Hinton y Ronal
Williams, David Parker y Yann Le Cun. EIl algoritmo se popularizé cuando fue
incluido en el libro “Parallel Distributed Processing Group” por los sicélogos David
Rumelhart y James McClelland. La publicacion de éste trajo consigo un auge en
las investigaciones con redes neuronales, siendo la Backpropagation una de las

redes mas ampliamente empleadas, aun en nuestros dias.

Uno de los grandes avances logrados con la Backpropagation es que esta red

aprovecha la naturaleza paralela de las redes neuronales para reducir el tiempo

£y

Copyright[72000 Universidad Tecnolégica de Pereira



http: //ohm.utp.edu.co/neuronales 82

requerido por un procesador secuencial para determinar la correspondencia entre
unos patrones dados. Ademas el tiempo de desarrollo de cualquier sistema que
se esté tratando de analizar se puede reducir como consecuencia de que la red
puede aprender el algoritmo correcto sin que alguien tenga que deducir por

anticipado el algoritmo en cuestion.

La mayoria de los sistemas actuales de computo se han disefiado para llevar a
cabo funciones matematicas y logicas a wuna velocidad que resulta
asombrosamente alta para el ser humano. Sin embargo la destreza matematica
no es lo que se necesita para solucionar problemas de reconocimiento de
patrones en entornos ruidosos, caracteristica que incluso dentro de un espacio de
entrada relativamente pequefio, puede llegar a consumir mucho tiempo. El
problema es la naturaleza secuencial del propio computador; el ciclo tomar —
ejecutar de la naturaleza Von Neumann solo permite que la maquina realice una
operacion a la vez. En la mayoria de los casos, el tiempo que necesita la maquina
para llevar a cabo cada instruccion es tan breve (tipicamente una millonésima de
segundo) que el tiempo necesario para un programa, asi sea muy grande, es
insignificante para los usuarios. Sin embargo, para aquellas aplicaciones que
deban explorar un gran espacio de entrada o que intentan correlacionar todas las
permutaciones posibles de un conjunto de patrones muy complejo, el tiempo de

computacion necesario se hace bastante grande.

Lo que se necesita es un nuevo sistema de procesamiento que sea capaz de

examinar todos los patrones en paralelo. Idealmente ese sistema no tendria que
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ser programado explicitamente, lo que haria es adaptarse a si mismo para
aprender la relacion entre un conjunto de patrones dado como ejemplo y ser capaz
de aplicar la misma relacion a nuevos patrones de entrada. Este sistema debe
estar en capacidad de concentrarse en las caracteristicas de una entrada arbitraria
que se asemeje a otros patrones vistos previamente, sin que ninguna sefial de
ruido lo afecte. Este sistema fue el gran aporte de la red de propagacion inversa,

Backpropagation.

La Backpropagation es un tipo de red de aprendizaje supervisado, que emplea un
ciclo propagacion — adaptacion de dos fases. Una vez que se ha aplicado un
patrén a la entrada de la red como estimulo, éste se propaga desde la primera
capa a través de las capas superiores de la red, hasta generar una salida. La
sefal de salida se compara con la salida deseada y se calcula una sefal de error

para cada una de las salidas.

Las salidas de error se propagan hacia atras, partiendo de la capa de salida, hacia
todas las neuronas de la capa oculta que contribuyen directamente a la salida. Sin
embargo las neuronas de la capa oculta solo reciben una fraccién de la sefial total
del error, basandose aproximadamente en la contribucion relativa que haya
aportado cada neurona a la salida original. Este proceso se repite, capa por capa,
hasta que todas las neuronas de la red hayan recibido una sefial de error que
describa su contribucion relativa al error total. Basandose en la sefial de error

percibida, se actualizan los pesos de conexion de cada neurona, para hacer que la
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red converja hacia un estado que permita clasificar correctamente todos los

patrones de entrenamiento.

La importancia de este proceso consiste en que, a medida que se entrena la red,
las neuronas de las capas intermedias se organizan a si mismas de tal modo que
las distintas neuronas aprenden a reconocer distintas caracteristicas del espacio
total de entrada. Después del entrenamiento, cuando se les presente un patron
arbitrario de entrada que contenga ruido o que esté incompleto, las neuronas de la
capa oculta de la red responderan con una salida activa si la nueva entrada
contiene un patrén que se asemeje a aquella caracteristica que las neuronas
individuales hayan aprendido a reconocer durante su entrenamiento. Y a la
inversa, las unidades de las capas ocultas tienen una tendencia a inhibir su salida
si el patron de entrada no contiene la caracteristica para reconocer, para la cual

han sido entrenadas.

Varias investigaciones han demostrado que, durante el proceso de entrenamiento,
la red Backpropagation tiende a desarrollar relaciones internas entre neuronas con
el fin de organizar los datos de entrenamiento en clases. Esta tendencia se puede
extrapolar, para llegar a la hipétesis consistente en que todas las unidades de la
capa oculta de una Backpropagation son asociadas de alguna manera a
caracteristicas especificas del patron de entrada como consecuencia del
entrenamiento. Lo que sea 0 no exactamente la asociacion puede no resultar
evidente para el observador humano, lo importante es que la red ha encontrado

una representacion interna que le permite generar las salidas deseadas cuando se
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le dan las entradas, en el proceso de entrenamiento. Esta misma representacion
interna se puede aplicar a entradas que la red no haya visto antes, y la red
clasificara estas entradas segun las caracteristicas que compartan con los

ejemplos de entrenamiento.

2.3.2 Estructura de la Red. La estructura tipica de una red multicapa se observa

en la figura 2.3.1
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a1=f1I:W1p+h1] 32=f2[W231+h2] 33=f3[W332+h3:l
33 =f3[W3f2{W2f1{W1p * h1l+ h2]+ hS]

Figura 2.3.1 Red de tres capas

Puede notarse que esta red de tres capas equivale a tener tres redes tipo
Perceptron en cascada; la salida de la primera red, es la entrada a la segunda y la
salida de la segunda red es la entrada a la tercera. Cada capa puede tener

diferente nimero de neuronas, e incluso distinta funcién de transferencia.
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En la figura 2.3.1, W* representa la matriz de pesos para la primera capa, W? los

pesos de la segunda y asi similarmente para todas las capas que incluya una red.
Para identificar la estructura de una red multicapa, se empleara una notacion
abreviada, donde el numero de entradas va seguido del nimero de neuronas en

cada capa:

R:S:$: & (2.3.1)

Donde S representa el nUmero de neuronas y el exponente representa la capa a la

cual la neurona corresponde.

La notacién de la figura 2.3.1 es bastante clara cuando se desea conocer la
estructura detallada de la red, e identificar cada una de las conexiones, pero
cuando la red es muy grande, el proceso de conexion se torna muy complejo y es

bastante util utilizar el esquema de la figura 2.3.2

Entrada 12 Capa
Y Y
FI
Rl w1 WE
sl ™y 52,
+_,J 5l
1 b b
R ghe 581
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a1=f1l:w1p+h1] a2=f2{w2a1+h2] 33=f3[W332+h3]
33 =f3{W3f2[W2f1[W1p + h1]+ h2:'+ h3:|

Figura 2.3.2 Notacién compacta de una red de tres capas
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2.3.3 Regla de Aprendizaje. El algoritmo Backpropagation para redes multicapa
es una generalizacion del algoritmo LMS, ambos algoritmos realizan su labor de
actualizacion de pesos y ganancias con base en el error medio cuadratico. La red
Backpropagation trabaja bajo aprendizaje supervisado y por tanto necesita un set
de entrenamiento que le describa cada salida y su valor de salida esperado de la

siguiente forma:

{plltl}! {p21t2}1 S ’{le tQ} (2.3.2)

Donde Pqg es una entrada a la red y {g es la correspondiente salida deseada para

el patron Q-ésimo. El algoritmo debe ajustar los parametros de la red para

minimizar el error medio cuadratico.

El entrenamiento de una red neuronal multicapa se realiza mediante un proceso
de aprendizaje, para realizar este proceso se debe inicialmente tener definida la
topologia de la red esto es: nimero de neuronas en la capa de entrada el cual
depende del numero de componentes del vector de entrada, cantidad de capas
ocultas y niumero de neuronas de cada una de ellas, numero de neuronas en la
capa de la salida el cual depende del nimero de componentes del vector de salida
0 patrones objetivo y funciones de transferencia requeridas en cada capa, con
base en la topologia escogida se asignan valores iniciales a cada uno de los

parametros que conforma la red.
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Es importante recalcar que no existe una técnica para determinar el nimero de
capas ocultas, ni el numero de neuronas que debe contener cada una de ellas
para un problema especifico, esta eleccion es determinada por la experiencia del

disefiador, el cual debe cumplir con las limitaciones de tipo computacional.

Cada patrén de entrenamiento se propaga a través de la red y sus parametros
para producir una respuesta en la capa de salida, la cual se compara con los
patrones objetivo o salidas deseadas para calcular el error en el aprendizaje, este
error marca el camino mas adecuado para la actualizacibn de los pesos y
ganancias que al final del entrenamiento produciran una respuesta satisfactoria a
todos los patrones de entrenamiento, esto se logra minimizando el error medio

cuadratico en cada iteracion del proceso de aprendizaje.

La deduccion matematica de este procedimiento se realizara para una red con una
capa de entrada, una capa oculta y una capa de salida y luego se generalizara

para redes que tengan mas de una capa oculta.

Capa Oculta (o)

Entrada

Figura 2.3.3 Disposicion de una red sencilla de 3 capas
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Es importante aclarar que en la figura 2.3.3

g: equivale al numero de componentes el vector de entrada.
M. numero de neuronas de la capa oculta

[: nimero de neuronas de la capa de salida

Para iniciar el entrenamiento se le presenta a la red un patron de entrenamiento, el

cual tiene g componentes como se describe en la ecuacion (2.3.3)

[J
O

N
I Y

(2.3.3)

13
1
U H PR

o)

Cuando se le presenta a la red una patron de entrenamiento, este se propaga a
través de las conexiones existentes produciendo una entrada neta N en cada una
las neuronas de la siguiente capa, la entrada neta a la neurona | de la siguiente

capa debido a la presencia de un patron de entrenamiento en la entrada esta dada
por la ecuacion (2.3.4), nétese que la entrada neta es el valor justo antes de pasar

por la funcion de transferencia

q
ny =% Wyp +bj (2.3.4)
1=1
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V\/Oji: Peso que une la componente i de la entrada con la neurona | de primera
capa oculta

pi: Componente i del vector p que contiene el patron de entrenamiento de
componentes

b°%: Ganancia de la neurona j de la capa oculta

Donde el superindice (°) representa la capa a la que pertenece cada parametro,

es este caso la capa oculta.

Cada una de las neuronas de la capa oculta tiene como salida aoj gue esta dada

por la ecuacion (2.3.5)
[0} (0] J (0] [0}
aj = f EZWji p; +b; E (2.3.5)
=1
f°: Funcion de transferencia de las neuronas de la capa oculta

Las salidas aoj de las neuronas de la capa oculta (de | componentes) son las

entradas a los pesos de conexion de la capa de salida, ag [0 n; este

comportamiento esta descrito por la ecuacion (2.3.6)

m
ng = zwk?a? +bye (2.3.6)
St
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V\/Skj: Peso que une la neurona j de la capa oculta con la neurona K de la capa de

salida, la cual cuenta con S neuronas
a’: Salida de la neurona j de la capa oculta, la cual cuenta con mneuronas.
b%: Ganancia de la neurona k de la capa de salida.

N%: Entrada neta a la neurona k de la capa de salida

La red produce una salida final descrita por la ecuacion (2.3.7)

ag=f S(nf) (2.3.7)

S ., . .
f ™ Funcién de transferencia de las neuronas de la capa de salida

Reemplazando (2.3.6) en (2.3.7) se obtiene la salida de la red en funcién de la

entrada neta y de los pesos de conexion con la ultima capa oculta

m
ag=f S&W@aj’ + bksE (2.3.8)
=1

La salida de la red de cada neurona &% se compara con la salida deseada ty para

calcular el error en cada unidad de salida (2.3.9)

o, = (tk —ai) (2.3.9)
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El error debido a cada patron p propagado esta dado por (2.3.11)

1 S
ep? = > ©.) (2.3.10)
=

epz: Error medio cuadrético para cada patron de entrada p

Oy : Error en la neurona K de la capa de salida con | neuronas

Este proceso se repite para el nimero total de patrones de entrenamiento (r), para
un proceso de aprendizaje exitoso el objetivo del algoritmo es actualizar todos los
pesos y ganancias de la red minimizando el error medio cuadratico total descrito
en (2.3.11)

;

e? = Zep2 (2.3.11)
p

1
e”  Error total en el proceso de aprendizaje en una iteracion luego de haber

presentado a la red los I patrones de entrenamiento

El error que genera una red neuronal en funcién de sus pesos, genera un espacio
de n dimensiones, donde n es el niumero de pesos de conexion de la red, al
evaluar el gradiente del error en un punto de esta superficie se obtendra la
direccion en la cual la funcién del error tendra un mayor crecimiento, como el
objetivo del proceso de aprendizaje es minimizar el error debe tomarse la direccién

negativa del gradiente para obtener el mayor decremento del error y de esta forma

£y
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su minimizacion, condicion requerida para realizar la actualizacion de la matriz de

pesos en el algoritmo Backpropagation:
W, =W, —alep? (2.3.12)

El gradiente negativo de ep2 se denotara como — Dep2 y se calcula como la

derivada del error respecto a todos los pesos de la red

En la capa de salida el gradiente negativo del error con respecto a los pesos es:

S

R I TR .
{ Kj B

6ep2 . 2 .
- S Componente del gradiente —[lep” respecto al peso de la conexién de
la neurona de la capa de salida y la neurona j de la capa oculta ijs
0ay’ . . :
Y . Derivada de la salida de la neurona Kk de la capa de salida respecto, al
K

peso \N$|q-

S
a
S

ki

Para calcular

se debe utilizar la regla de la cadena, pues el error no es una

funcién explicita de los pesos de la red, de la ecuacion (2.3.7) puede verse que la

salida de la red a% esta explicitamente en funcién de n% y de la ecuacién (2.3.6)
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puede verse que N esta explicitamente en funcién de V\/Skj, considerando esto se
genera la ecuacion (2.3.13)

da; _0Oa; _on;
=K x (2.3.14)
oWg oang  OW,

Tomando la ecuacion (2.3.14) y reemplazandola en la ecuacion (2.3.13) se

obtiene,
dep? da; on;
- eps = (tk —alf)x x (2.3.15)
ong _ .
. Derivada de la entrada neta a la neurona K de la capa de salida respecto a

S
oW
los pesos de la conexion entre las neuronas de la Ultima capa oculta y la

capa de salida

oay . . .
3 E . Derivada de la salida de la neurona K de la capa de salida respecto a su
Ny

entrada neta.

Reemplazando en la ecuacion (2.3.15) las derivadas de las ecuaciones (2.3.6) y

(2.3.7) se obtiene
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- g\;eska = (tk - alf)x f's (nlf)x a;? (2.3.16)

Como se observa en la ecuacion (2.3.16) las funciones de transferencia utilizadas

en este tipo de red deben ser continuas para que su derivada exista en todo el

intervalo, ya que el término ' 3(n%) es requerido para el calculo del error.

Las funciones de transferencia f mas utilizadas y sus respectivas derivadas son

las siguientes:

logsig: f(n)= 1+1e‘” f'(n)=f(n)a-f(n) f'(n)=all-a) (2.3.17)
tansig: (n) = % f)=1-(F M) F)=(-a°) @318
purelin: f(n)=n f'(n)=1 (2.3.19)

De la ecuacién (2.3.16), los términos del error para las neuronas de la capa de
salida estan dados por la ecuacion (2.3.20), la cual se le denomina comunmente

sensitividad de la capa de salida.

Op = (tk —af)f ' (nlf) (2.3.20)
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Este algoritmo se denomina Backpropagation o de propagacion inversa debido a
que el error se propaga de manera inversa al funcionamiento normal de la red, de
esta forma, el algoritmo encuentra el error en el proceso de aprendizaje desde las
capas mas internas hasta llegar a la entrada; con base en el calculo de este error

se actualizan los pesos y ganancias de cada capa.

Después de conocer (2.3.20) se procede a encontrar el error en la capa oculta el

cual esta dado por:

oep’ __ 0 % ' (tk —af)z Ez ' (tk _alf)x ‘i;ko (2.3.21)

Para calcular el ultimo término de la ecuacion (2.3.21) se debe aplicar la regla de
la cadena en varias ocasiones como se observa en la ecuacion (2.3.22) puesto
que la salida de la red no es una funcidén explicita de los pesos de la conexion

entre la capa de entrada y la capa oculta

daS _da’ ond o0al on;
= X X X
oW; ang da, on] oW}

(2.3.22)

Todas los términos de la ecuacion (2.3.23) son derivados respecto a variables de

las que dependan explicitamente, reemplazando (2.3.22) en (2.3.21) tenemos:
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2 I S S 0 anQ
UL U Z (tk —as)x 93, ONic, 93, (2.3.23)
=1

oW? “/“ong 0al on° OW?

Tomando las derivadas de las ecuaciones (2.3.4) (2.3.5) (2.3.6) (2.3.7) y
reemplazandolas en la ecuacion (2.3.23) se obtiene la expresion del gradiente del

error en la capa oculta

- g\;e\F/); = Zl(tk - alf)x f's (nlf)xwk? x f'° (nj’)x P, (2.3.24)

Reemplazando la ecuacion (2.3.20) en la ecuacion (2.3.24) se tiene:

- g\;e\p/);’ = Zléks ka? x f'° (n‘j’)x P, (2.3.25)

Los términos del error para cada neurona de la capa oculta estan dados por la
ecuacion (2.3.26), este término también se denomina sensitividad de la capa

oculta

o) = £ (”?)x Zlfsfwk? (2.3.26)
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Luego de encontrar el valor del gradiente del error se procede a actualizar los
pesos de todas las capas empezando por la de salida, para la capa de salida la

actualizacion de pesos y ganancias esta dada por (2.3.27) y (2.3.28).

W, (t +1) =W, (t) - 206 (2.3.27)

b (t+1)=b,(t)-2a6; (2.3.28)

0 . Rata de aprendizaje que varia entre 0 y 1 dependiendo de las caracteristicas

del problema a solucionar.

Luego de actualizar los pesos y ganancias de la capa de salida se procede a
actualizar los pesos y ganancias de la capa oculta mediante las ecuaciones

(2.3.29) y (2.3.30)

W, (t+1) =W, (t)- 2057 p, (2.3.29)

b, (t+1)=b,(t)-206°? (2.3.30)

Esta deduccién fue realizada para una red de tres capas, si se requiere realizar el
analisis para una red con dos 0 mas capas ocultas, las expresiones pueden
derivarse de la ecuacion (2.3.26) donde los términos que se encuentran dentro de

la sumatoria pertenecen a la capa inmediatamente superior, este algoritmo es

£y
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conocido como la regla Delta Generalizada desarrollada por Rumelhart D [32], la

cual es una extension de la regla delta desarrollada por Widrow [34] en 1930

Algunos autores denotan las sensitividades de las capas por la letra S
reescribiendo las ecuaciones (2.3.20) y (2.3.26) con esta notacion se obtienen las

ecuaciones (2.3.31) y (2.3.32)

sM =2t (0" )i -a) (2.3.31)

s" = 1‘”‘(n”‘)6Nm+l)T s™ param=M -1...,21. (2.3.32)

En la ecuacion (2.3.31) M representa la Gltima capa y SV |a sensitividad para esta

capa, la ecuacion (2.3.32) expresa el calculo de la sensitividad capa por capa
comenzando desde la ultima capa oculta, cada uno de estos términos involucra

que el término para la sensitividad de la capa siguiente ya esté calculado.

Como se ve el algoritmo Backpropagation utiliza la misma técnica de aproximacion
en pasos descendientes que emplea el algoritmo LMS, la Unica complicacion esta
en el célculo del gradiente, el cual es un término indispensable para realizar la

propagacion de la sensitividad.

En las técnicas de gradiente descendiente es conveniente avanzar por la
superficie de error con incrementos pequefios de los pesos; esto se debe a que

tenemos una informacion local de la superficie y no se sabe lo lejos o lo cerca que
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se esta del punto minimo, con incrementos grandes, se corre el riesgo de pasar
por encima del punto minimo, con incrementos pequefos, aunque se tarde mas en
llegar, se evita que esto ocurra. El elegir un incremento adecuado influye en la
velocidad de convergencia del algoritmo, esta velocidad se controla a través de la
rata de aprendizaje @, la que por lo general se escoge como un namero pequefio,
para asegurar que la red encuentre una solucion. Un valor pequeiio de O
significa que la red tendra que hacer un gran nimero de iteraciones, si se toma un
valor muy grande, los cambios en los pesos seran muy grandes, avanzando muy
rapidamente por la superficie de error, con el riesgo de saltar el valor minimo del

error y estar oscilando alrededor de él, pero sin poder alcanzarlo.

Es recomendable aumentar el valor de @ a medida que disminuye el error de la
red durante la fase de entrenamiento, para garantizar asi una rapida convergencia,
teniendo la precaucion de no tomar valores demasiado grandes que hagan que la
red oscile alejandose demasiado del valor minimo. Algo importante que debe
tenerse en cuenta, es la posibilidad de convergencia hacia alguno de los minimos
locales que pueden existir en la superficie del error del espacio de pesos como se

ve en la figura 2.3.4.

Estacionario

Mlinirma

Local
Minimo Glabal

' " " P 1

Figura 2.3.4 Superficie tipica de error
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En el desarrollo matematico que se ha realizado para llegar al algoritmo
Backpropagation, no se asegura en ningun momento que el minimo que se
encuentre sea global, una vez la red se asiente en un minimo sea local o global
cesa el aprendizaje, aunque el error siga siendo alto. En todo caso, si la solucién
es admisible desde el punto de vista del error, no importa si el minimo es local o

global o si se ha detenido en algin momento previo a alcanzar un verdadero

minimo.

Para ilustrar el calculo de cada uno de estos términos, utilizamos el algoritmo

Backpropagation, para aproximar la siguiente funcion:

t=sin77:p parael intervalo —2< p<?2 (2.3.33)

La funcion se ha restringido al intervalo entre —2 y 2 para conservarla dentro de

limites observables, como se observa en la figura 2.3.5

-2 -1 a 1 2
£

Figura 2.3.5 Intervalo de la funcién t
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La configuracion escogida para la red corresponde a una red 1:2:1 segun la

notacion definida con anterioridad, es decir una entrada, dos neuronas en la capa

oculta y una salida; esta estructura se visualiza en la figura 2.3.6

[P LT o o LR
Ciiiraaa i Lapa £° Lapa
£y ! ' !
—1nl - g,
! el N B
L A FI =1 N
L : SR
- [ ™ ] -2
o PR o o— | 115 ke
L - a A 2 M ==
1F e i o] et i
e i T =
., 1 1 L T N
wl ™S i 12 il dz SWS LW
T WA ¥ 1
T3
I
L
| | | 1 \ \ |
W S A o * A
Al gt fpA LTy g (EAEEST LY
8 = IFFsHF v i) & = PUFeH (N a +0 )

Figura 2.3.6 Red utilizada para aproximar la funcién

Como se observa la salida de la red para la primera capa esta dada por

a'= tansig(Wp'+b) (2.3.34)

Las redes tipo Backpropagation utilizan principalmente dos funciones de
transferencia en la primera capa: 10gsig, cuando el rango de la funcién es
siempre positivo y tansig como en este caso, cuando se le permite a la funcion

oscilar entre valores positivos y negativos limitados en el intervalo -1, 1.
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La salida de la segunda capa esta determinada siempre por la funcion de
transferencia purelin, la cual reproduce exactamente el valor resultante después

de la sumatoria.

a’= purein(W?* a'+b ? (2.3.35)

Al evaluar la ecuacién (2.3.33) en los diferentes patrones de entrenamiento, se
obtienen los valores de las entradas y sus salidas asociadas, ya que como se dijo
antes la red Backpropagation es una red de aprendizaje supervisado. Es
importante destacar, que no es estrictamente necesario el conocimiento de la
funcion a aproximar, basta con conocer la respuesta a una entrada dada, o un
registro estadistico de salidas para modelar el comportamiento del sistema,

limitando el problema a la realizacion de pruebas a una caja negra.

Los parametros de entrada y sus valores de salida asociados, se observan en la

tabla 2.3.1

1 2 3 4 5 6
p | 2 |-12]| 04|04 ] 12
t -1 |-0,81|-0,31(0,309|0,809

Tabla 2.3.1 Set de entrenamiento de la red

Los valores iniciales para la matriz de pesos y el vector de ganancias de la red se

escogieron en forma aleatoria asi:
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5020\, _ 0070

1_5055 =020 w?=[01 03, b®>=[0g, a=01

Para el proceso de célculo, se le presenta a la red el parametro p; de esta forma

la primera iteracion es como sigue

a' =tans 02 —02)+|:|0'7 _ 008 [
~ansd %o.sa " Ho2H Hos3H

00.8 O

=[01 03 Ero.ssg[o'q = 0.63

e=t- a= - 1- (0.63) = -1.63

Como se esperaba la primera iteracion no ha sido suficiente, para aproximar la
funcidén correctamente, asi que se calculara la sensitividad para iniciar el proceso

de actualizacion de los valores de los pesos y las ganancias de la red.
Los valores de las derivadas del error medio cuadratico son:
el — 2
f(n) =1-a’
f2(n)=1
Y las sensitividades, empezando desde la Ultima hasta la primera capa,

&= -2(1) (-1.63) = 3.26
o= gl— 0.82) 0 0010 [0.11710]
o O H(

f-0832 )3 " [b.2083
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Con estos valores, y de acuerdo a la regla de actualizacion descrita anteriormente,

los nuevos parametros de la red son:

w?@ =01 03-01326[08 -0.83[-0.161 0.571§
b?(1) =[0.8] - 0.1(3.26) = 0.474

L F020 (011710 [(+0.17660
W =005 H_O'lﬂ).zgssa 2)=Ho.s057 F

00.7 O [0.11/10 [0 0.688 [

D=0 027 %4 2083 B 020087

Con esto se completa la primera iteracion, y el algoritmo queda listo para
presentar a la red el siguiente patréon y continuar el proceso iterativo hasta obtener

un valor de tolerancia aceptable para el error.

En 1989 Funahashi [15] demostr6 mateméticamente que una red neuronal
multicapa puede aproximar cualquier funcion no lineal o mapa lineal multivariable,

f(X)= R" - R Este teorema es de existencia, pues prueba que la red existe

pero no indica como construirla y tampoco garantiza que la red aprendera funcion.

El algoritmo Backpropagation es facil de implementar, y tiene la flexibilidad de
adaptarse para aproximar cualquier funcion, siendo una de las redes multicapa
mas potentes; esta caracteristica ha convertido a esta red en una de las mas
ampliamente utilizadas y ha llevado al desarrollo de nuevas técnicas que permitan
su mejoramiento. Dentro de estas técnicas se encuentran dos meétodos

heuristicos y dos métodos basados en algoritmos de optimizacion numerica.

£y
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Dentro de los métodos heuristicos tenemos:

2.3.3.1 Red Backpropagation con momentum [30]. Esta modificacion esta
basada en la observacion de la ultima seccion de la grafica del error medio
cuadratico en el proceso de convergencia tipico para una red Backpropagation;
este proceso puede verse en la figura 2.3.7 en la cual se nota la caida brusca del
error en la iteracion para la cual alcanza convergencia

Error Cuadritico
15

1.0

0.5

lteraciones

Figura 2.3.7 Comportamiento tipico del proceso de convergencia para una red Backpropagation

Este comportamiento puede causar oscilaciones no deseadas, por lo que es
conveniente suavizar esta seccion de la grafica incorporando un filtro pasa-bajo al
sistema. Para ilustrar el efecto positivo del filtro en el proceso de convergencia, se

analizara el siguiente filtro de primer orden:

y(k) = yy(k=1) + (1= y)w(k) (2.3.36)

Donde W(K) es la entrada al filtro, y(K) su salida y y es el coeficiente de

momentum que esta en el intervalo: 0<y <1
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El efecto del filtro puede observase en la figura 2.3.8, en la cual se tom6é como

entrada al filtro la funcion:

wik) =1+ senFPXH (2.3.37)
516 O

2 2
1.5 1.5

1 1
0.5 0.5

0 1]

1] 50 100 150 200 1] 11} 100 150 200

Figura 2.3.8 Efecto del coeficiente de momentum

El coeficiente de momentum se asumié y = 0.9 para la gréfica de la izquierda y
y =0.98 para la gréafica de la derecha. De esta figura puede notarse como la
oscilacion es menor a la salida del filtro, la oscilacion se reduce a medida que y

se decrementa, el promedio de la salida del filtro es el mismo que el promedio de

entrada al filtro aunque mientras ¥ sea incrementado la salida del filtro sera mas

lenta.

Recordando los parametros de actualizacion empleados por la red

Backpropagation tradicional:

AW ™ (k) = —as™(@™™*)" (2.3.38)
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Ab™ (k) = —as™ (2.3.39)

Al adicionar el filtro con momentum a este algoritmo de actualizacion, se obtienen
las siguientes ecuaciones que representan el algoritmo Backpropagation con

momentum:
AW ™(K) =ydaW "(k-D) - (1-y)as™ (@™  (2.3.40)

Ab™ (k) =yAb™(k-1) - (1-y) —as" (2.3.41)

Este algoritmo, hace que la convergencia sea estable e incluso mas rapida,

ademas permite utilizar una rata de aprendizaje alta.

La figura 2.3.9 referencia el comportamiento del algoritmo con momentum en el

punto de convergencia:

Error Cuadritico

1.5

1.0

0.5

0.0
10" 10" 10° 10°
lteraciones

Figura 2.3.9 Trayectoria de convergencia con momentum

2.3.3.2 Red Backpropagation con rata de aprendizaje variable [30]: Del

andlisis de la seccién 2.3.3 se vio que [le(X) es el gradiente del error, de igual
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forma se definira Dez(x) como la Hessiana de la funcion de error, donde X

representa las variables de las cuales depende el error (pesos y ganancias), esta

matriz es siempre de la forma:

(B%(x) a%(x) 9% (x)C
E X2 0x0x,  Ox0X, g
B%(x) d%(x) a%(x)O
D%(x)= Drox,  ox2 0%, 0%, & (2.3.42)
o - : . 0
0%(x) oa%(x) 9%(x)Q
Fox dx, ox.0x,  ox2 H

La superficie del error medio cuadratico para redes de una sola capa es siempre
una funcién cuadrética y la matriz Hessiana es por tanto constante, ésto lleva a
gque la maxima rata de aprendizaje estable para el algoritmo de pasos
descendientes sea el maximo valor propio de la matriz Hessiana dividido 2,HBD]].
Para una red multicapa la superficie del error no es una funcion cuadratica, su
forma es diferente para diferentes regiones del espacio, la velocidad de
convergencia puede incrementarse por la variacion de la rata de aprendizaje en
cada parte de la superficie del error, sin sobrepasar el valor maximo para

aprendizaje estable definido anteriormente.

Existen varias técnicas para modificar la rata de aprendizaje; este algoritmo
emplea un procedimiento mediante el cual la rata de aprendizaje varia de acuerdo
al rendimiento que va presentando el algoritmo en cada punto; si el error

disminuye vamos por el camino correcto y se puede ir mas rapido incrementando

£y
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la rata de aprendizaje, si el error aumenta, es necesario decrementar la rata de

aprendizaje; el criterio de variacion de O debe estar en concordancia con las

siguientes reglas heuristicas:

1. Si el error cuadratico de todos los parametros del set de entrenamiento se

incrementa en un porcentaje { tipicamente entre 1% y 5%, después de la

actualizacion de los pesos, esa actualizacibn es descartada, la rata de

aprendizaje se multiplica por un factor 0<p <1, y el coeficiente de

momentum es fijado en cero.

2. Si el error cuadratico se decrementa después de la actualizacion de los pesos,

esa actualizacion es aceptada y la rata de aprendizaje es multiplicada por un

factor n >1. Si y habia sido previamente puesto en cero, se retorna a su

valor original.

3. Si el error cuadratico se incrementa en un valor menor a {, los pesos

actualizados son aceptados, pero la rata de aprendizaje y el coeficiente de

momentum no son cambiados.

1.5

Error Cuadritico

lteraciones

Rata de Aprendizaje
60

40

20

1]
10" 10" 10° 10°
lteraciones

Figura 2.3.10 Caracteristica de convergencia para una rata de aprendizaje variable
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La figura 2.3.10, muestra la trayectoria de la rata de aprendizaje para este

algoritmo en comparacion con la caracteristica de convergencia

Existen muchas variaciones de este algoritmo, por ejemplo Jacobs[22] propuso la
regla delta-bar-delta, en la cual cada uno de los parametros de la red, (pesos y
ganancias) tenian su propia rata de aprendizaje. El algoritmo incrementa la rata
de aprendizaje para un parametro de la red si el parametro escogido, ha estado en
la misma direccion para varias iteraciones; si la direccion del parametro escogido
cambia, entonces la rata de aprendizaje es reducida. Los algoritmos
Backpropagation con momentum y con rata de aprendizaje variable son los dos
meétodos heuristicos mas utilizados para modificar el algoritmo Backpropagation
tradicional. Estas modificaciones garantizan rapida convergencia para algunos
problemas, sin embargo presentan dos problemas principales: primero, requieren

de un gran namero de parémetros((,p,y), los que la mayoria de las veces se

definen por un método de ensayo y error de acuerdo a la experiencia del
investigador, mientras que el algoritmo tradicional, sélo requiere definir la rata de
aprendizaje; segundo, estas modificaciones pueden llevar a que el algoritmo

nunca converja y se torne oscilante para problemas muy complejos.

Como se menciond antes, existen también métodos de modificacion basados en
técnicas de optimizacién numérica, de esta clase de modificaciones se destacaran
las méas sobresalientes; es importante recalcar que estos métodos requieren una

matematica mas exigente, que el simple del dominio de célculo diferencial.
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2.3.3.3 Método del Gradiente Conjugado [30]. Este algoritmo no involucra el
calculo de las segundas derivadas de las variables y converge al minimo de la
funcidén cuadratica en un namero finito de iteraciones. El algoritmo del gradiente

conjugado, sin aplicarlo aun al algoritmo de propagacion inversa consiste en:

1. Seleccionar la direccion de Po, la condicion inicial, en el sentido negativo del
gradiente:
Po =—Jo (2.3.43)
Donde

g(k)=De(¥),_, (2.3.44)
2. Seleccionar la rata de aprendizaje O para minimizar la funcion a lo largo de la
direccién

Xicsa = X + 0y Py (2.3.45)

3. Seleccionar la direccién siguiente de acuerdo a la ecuacion

P = =0 + By Py (2.3.46)
con
AT T
B, =—%k 19 g ‘= —gk I (2.3.47)
AQy Py Ok-19k1

4. Si el algoritmo en este punto aun no ha convergido, se regresa al numeral 2
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Este algoritmo no puede ser aplicado directamente a una red neural porque el
error no es una funcidon cuadratica; lo que afecta al algoritmo en dos formas,
primero no es habil para minimizar la funcién a lo largo de una linea como es
requerido en el paso 2; segundo, el error minimo no sera alcanzado normalmente
en un nuamero finito de pasos y por esto el algoritmo necesitara ser inicializado

después de un numero determinado de iteraciones.
A pesar de estas complicaciones, esta modificacion del algoritmo Backpropagation
converge en muy pocas iteraciones, y es incluso uno de los algoritmos mas

rapidos para redes multicapa, como puede notarse en la figura 2.3.11

Error Cuadratico

1.5

1.0

0.5

0.0
1" 1" 10°
lteraciones

Figura 2.3.11 Trayectoria del Gradiente Conjugado

2.3.3.4 Algoritmo de Levenberg — Marquardt [30]. Este algoritmo es una
modificacion del método de Newton, el que fue disefiado para minimizar funciones
gue sean la suma de los cuadrados de otras funciones no lineales; es por ello que

el algoritmo de Levenberg - Marquardt, tiene un excelente desempefio en el
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entrenamiento de redes neuronales donde el rendimiento de la red esté
determinado por el error medio cuadratico.

El método de Newton para optimizar el rendimiento €(X) es:

X = X — A0y (2.3.48)

A, = Dze(x)‘xzXk g = De(¥) ., (2.3.49)

Si asumimos que &X) es una suma de funciones cuadraticas:
n
ex) =Yy V2 (X) = VT (X)V(X) (2.3.50)
=1

El gradiente puede ser escrito entonces en forma matricial:
Oe(x) =237 (x)v(x) (2.3.51)

Donde J(X) es la matriz Jacobiana.

Ajustando el método de Newton, obtenemos el algoritmo de Levenberg Marquardt

Xeot = X — 137 06 )30 ) + i |37 (x4 V%, ) (2.3.52)
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o determinando directamente el incremento:
— T 1.7
Ax, = ‘[J (X )X ) + | ] IT (X V(X ) (2.3.53)

La nueva constante [ determina la tendencia el algoritmo, cuando M, se
incrementa, este algoritmo se aproxima al algoritmo de pasos descendientes para
ratas de aprendizaje muy pequefias; cuando [, se decrementa este algoritmo se

convierte en el método de Gauss - Newton

El algoritmo comienza con un valor pequefio para W, por lo general 0.01, si en
ese paso no se alcanza el valor para &X) entonces el paso es repetido con [,
multiplicado por un factor 9 >1. Si se ha escogido un valor pequefio de paso en
la direccién de paso descendiente, &(X) deberia decrecer. Si un paso produce un

pequefio valor para €(X), entonces el algoritmo tiende al método de Gauss -

Newton, el que se supone garantiza una rapida convergencia. Este algoritmo
genera un compromiso entre la velocidad del método de Gauss-Newton y la

garantia de convergencia del método de paso descendiente.

Los elementos de la matriz Jacobiana necesarios en el algoritmo de Levenberg-

Marquardt son de este estilo:
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0
9], = ;k(’q (2.3.54)
1

Donde Xes el vector de pardmetros de la red, que tiene la siguiente forma:

X" =[x XX, = Wy W W BB 2355)

Para utilizar este algoritmo en las aplicaciones para redes multicapa, se redefinira

el término sensitividad de forma que sea mas simple hallarlo en cada iteracion.

aek,q

m
on. q

m
h

S, (2.3.56)

Donde h=(g-1)S" + k

Con la sensitividad definida de esta manera, los términos de la matriz Jacobiana

pueden ser calculados mas facilmente:

08 q _ 084, O m 5 O,
[I]n 5 T o = Sh
Wi Onig  OW |

=gh*at (2.3.57)

m 1,9
awm

o para las ganancias:
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de oe ., . on on;
[Ins = at:’f = an.n}q * ab;: =Sh* ab”? =Sh (2.3.58)
1,9 1 1

De esta forma, cuando la entrada pPo ha sido aplicada a la red y su

correspondiente salida aMQ ha sido computada, el algoritmo Backpropagation de

Levenberg-Marquardt es inicializado con:
M _ M (M
SOI =—f (nq ) (2.3.59)

Cada columna de la matriz SV'Q debe ser propagada inversamente a través de la

red para producir una fila de la matriz Jacobiana. Las columnas pueden también

ser propagadas conjuntamente de la siguiente manera:
S™=f™(nM)(w )T sml 2.3.60
qa = q q (2.3.60)

La matrices sensitividad total para cada capa en el algoritmo de Levenberg-
Marquardt son formadas por la extension de las matrices computadas para cada

entrada:

SHE [SlmJ[SZmJ [SQJ (2.3.61)

Para cada nueva entrada que es presentada a la red, los vectores de sensitividad

son propagados hacia atras, esto se debe a que se ha calculado cada error en

£y
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forma individual, en lugar de derivar la suma al cuadrado de los errores. Para
cada entrada aplicada a la red habra g errores, uno por cada elemento de salida

de la red y por cada error se generara una fila de la matriz Jacobiana.

Este algoritmo puede resumirse de la siguiente manera:

1. Se presentan todas las entradas a la red, se calculan las correspondientes

salidas y cada uno de los errores segun

e =t ,—-a (2.3.62)

se calcula después, la suma de los errores cuadrados para cada entrada €(X)

2. Se calculan las sensitividades individuales y la matriz sensitividad total y con

estas, se calculan los elementos de la matriz Jacobiana.

3. Se obtiene AX,

4. Se recalcula la suma de los errores cuadrados usando X, +AX,. Si esta

nueva suma es mas pequefa que el valor calculado en el paso 1 entonces se

divide 1 por 9, se calcula X, = X, +AX, Y se regresa al paso 1. Sila

suma no se reduce entonces se multiplica 1 por ¥ y se regresa al paso 3.

El algoritmo debe alcanzar convergencia cuando la norma del gradiente de
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Oe(x) = 2 T (X)V(X) (2.3.63)

sea menor que algun valor predeterminado, o cuando la suma de los errores

cuadrados ha sido reducida a un error que se haya trazado como meta.

El comportamiento de este algoritmo se visualiza en la figura 2.3.12, la cual

muestra la trayectoria de convergenciacon 4 =001y 3 =5

Error Cuadratico
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Figura 2.3.12 Trayectoria del algoritmo Levenberg-Marquardt

Como puede verse, este algoritmo converge en menos iteraciones que cualquier
meétodo discutido anteriormente, por supuesto requiere mucha mas computacion
por iteracion, debido a que implica el calculo de matrices inversas. A pesar de su
gran esfuerzo computacional sigue siendo el algoritmo de entrenamiento mas
rapido para redes neuronales cuando se trabaja con un moderado numero de
parametros en la red, si el nimero de parametros es muy grande utilizarlo resulta

poco practico.
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